ENSAE (2020/2021)
TEST DE PRESELECTION AU CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES (CYCLE
LONG) ET D’ANALYSTES STATISTICIENS - DUREE = 3H

La clarté de la rédaction ainsi que la justification des résultats seront prises en compte

dans la notation.
Les documents et téléphones portables sont formellement interdits.

Exercice 1 : :
A tout réel a donné tel que & € R\ {~1,0,1}, on associe la fonction fo telle que

. (?+ 1)1 +a? -1
) = e e a1
(1) Montrer que Cq admet deux asymptotes dont on précisera, pour chacune, une
équation cartésienne.
(2) Sou: I, le point d'intersection de ces deux asymptotes.
(a) Déterminer, en fonction de «, les coordonnées de Iq.
(b) Que représente I, pour la.-courbe C, 7.
{c) 1 Montrer que Ve € R\ {—1,0,1},/, appartient a une courbe C d’équation :
-~y = g(z) ou g est une fonctmn que l'on précisera. '
(d) Etudier la fonction g et tracer C.
(3) Etudier, suivant les valeurs de a, les variations de Far.

(4) R.e_presenter (da.ns un autre repére) les courbes C_z,C3 et Ci.

. On désigne par C, la courbe représentative de fa-

E:_ceré_icé 2. ¥ 5
(1) Soit g la fonction définie par g(z) = ——,Vz €]o, —[
. ! :1:

.'.'(g) Déterminer lgan‘g et limg

(b) Calculer g'(z) pour tout z €]0, Z[. En déduire les variations de la fonction g.
(¢) Montrer que g est une bijection de ]0, 5{ sur un intervalle que 'on précisera.

~ (2) Pour tout n € N*, on considére la fonctmn fa, définie par :
fn(a:) = 2ntan(z) — tan(n:r;) " E]O, . [

(a) Determmer 11rn frlim fr et lim f"(x)
20+ NI

2n

(b) En déduu'e que f, s’annule au moins une fois sur )0, = PCUM 7 2
(c) Soit z, €]0, 2=( tel que fu(z,) = 0. Montrer que lm z,=0. |

n—-+oco

i 1 ) tan
En déduire lim -ﬂ
n—+400 nxn

. m=d
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Corrigé de I’épreuve

Exercice 1

cos* v +sin'z = 1 <= (cos’ v +sin’ z)? — sin 2z = 1

1
< sin2r=0<=2x=4n, k€ Z — x:§k7r, keZ

Exercice 2

2tand + tan(0)
tan(20) + tan(0) 1 _ tan2g | " 3tanf — tan®0
an(36) = tan(26 + ) 1 — tan(20) tan @ - 2 tan? 6 1 — 3tan®0
1 —tan?0

3tand — tan® 0
1 —3tan%6

2. Soit a € R\{f?}

™
La restriction de tangente a [ = ] — 5 [ étant une bijection de I sur R, on peut donc poser x = tan 6

tan(36) =

s
2
et a =tanq, avec § € [ et a € I\{Jrg}

x— a3 3a — a®

= devient alors :
1 — 322 1 — 3a?

L’équation :

tan(36) = tan(3a)
30 =3a+km keZ

1
9:0[+§]€7T,k’EZ
0 e —i—l +2
a, =T, X =T
' 3 3

a+\/§ a—\/§
1-av3 14 aV3

D’ou |z = tanf € {tana = a,




Remarque : La résolution directe donne
(x —a)|(3a® — 1)2° + 8ax +3 —a*| =0

—da =+ (a®> +1)V/3

Soit x =aouzxz =
3a2 — 1

(mémes résultats)

Exercice 3

Soit a €]0, 7|, P, —HCOS( )VnEN*
sin(2x) = 2cos xsinz = sin (2k_1) = sin (2%) = 2cos (202) sin <%)
a

sin (—_)
Donc cos(%) :ial, Vk=1,2---.n
2 2 sin <—)

ok
n(3) sn(3) n (3r)
. sin | — sin sin ( —
P smaa y 2& " 23 . Qn;
2sin (5)  2sin (55) 2sin (5) 2sin (57 )
sin(«) ) on 1 sin o
Py=——7~=(6na) x —F7<~x~ — ——
27 sin (—) sin (—) Q@ (notoo)
on o
o sin z
car r = — — 0 quand n — +o00 et — 1
2n T (n—0)
lim P, — S2C
r——+00 (6%
Exercice 4
(Up)n>o définie par U, = 2U,, + 2", Vn € N
Un
Onpose:Vnzz—n7 Vn e N
U1 20, +2" U, 1 1
1. OnaVn+1:2n+1: 2n+1 :2—n—|—§:Vn—|—§
1
Vn+1 = Vn + §

1
Donc (V},) est la suite arithmétique de raison r = 3 et de premier terme Vy = U.

1
2. Vo, =Vo+nr=0,=2"V, =2"(Vy +nr) = 2”(Ug—|—§n)

U, =2"Uy+n2" " VneN




Exercice 5

(Up)nen une suite arithmétique telle que U, # 0, Vn € N.

- 1 “1/1 1
1. On a = —(—— ), ou r = raison de (U,
; UrUks1 Z r\Uy  Ukq1 (L)

k:O

+(n+1)r—"U,

15 gk - ) M - HE
_ 1+n
UoUn+1

n

—0 UrUpt1 noUn41

2. Application : Prenons U, =2n —1, Vn € N

(U,) est une suite arithmétique de raison r = 2 et de premier terme Uy = —1

1
Donc, d’aprés 1), onaZUU _271—:_1
EVEk+1 n

1 . on+l
(2k—1)(2k+1) 2n+1

Comme Uy, =2k — 1 et Ugyq = 2k + 1 donc Z
k=0

& 1 1
I =
J&;% Qk—1(2k+1) 2

Exercice 6

1
Soit (U, )nen telle que Uy > 0 et U, = U, + o 1,vn e N

n

1
1. OnaU0>0etUnH:F(Ug—Un—i—l), Vn e N

n

Un+1:Uin[(Un—%)2+Z}, Vn €N

Donc si U,, > 0 alors U, 1 > 0.
Par conséquent, on a U, >0, Vn e N (1)

1 1-U,
2. Upp1 —U,=——1=
o U, U,

Or Un+1_1:Un+

1 U;—=2U0,+1 1
— 2= " — _(U,-1)*>0
Un Un Un( =

Donc U, 41 — U, <0 : la suite (U,) est décroissante.  (2)
(1) et (2) = (U,,) est une suite convergente.

Sil= lim Un,alorsonal:l—i—l—l

T—~00 l

UO Un+l

)



Don

Exercice 7

On pose : 277 VYn €N, on a Vn e N
= 2"tan< e Vi, > 0
(3) (37)
in sin
n n n 1
T S UL SAVLVA— > 1
Un sin <2n+2> 2 sin (ﬁ) cos (2n+3> cos <2n+3>

T T

tan< — ) 2tan( — >

*Vn+1:2 27:3 = 27:3 zl—tanz( il )<1.
(55)  2tan(5m)

o[ 7
1 — tan <W>
La suite (V},) est strictement décroissante.

*V, = U, =7

2n+2
__on T 2 ™
= 2" tan (2n+2) X 2sin (2n+3)
T
7Tt&n<2n+2>>< 2( > s I 1x0=0
= — sin — =
2 T 2nt3 (n—400) 2

Conclusion : (U,) et (V,,) sont deux suites adjacentes.

2. Onadonc lim U, = lim V,

n—-+4oo n—-+4oo
( : )
sin | ——
. . . ™ . ™ n+2 7T
Or lim U, = lim 2”8111(—): lim —x%:—xl
n—+o00 n—4o00 on+2 n—+oo 4 4
Qn+2

. . s
Dou| lim U, = lim V,=-—
n—-+o0o n—-+oo 4




Exercice 8

Vn € N*x et Vo € Ry = [0; 400, on pose f,(z) =2"+2 —1
1. Etudions les variations de f,, sur [0; +o00]

fi(@)=na""'+1>0Vz e R,

n

x 0 U, 1 400
fl(x) + + +
+00
-1

fn étant une bijection de R sur [—1;4oo[= f(R})
Comme 0 € f(R,), donc 3 U, e R, /f,(U,) =0

L(0) = —1
Par ailleurs £(0) = fn(0).f.(1) <0, donc ‘O <U,<1, VneN*

(1) =1

FolUni1) = ForUnsn) = (Vs + Unir = 1) = (U + Upia = 1)
fn(Un-H) - fn-i—l(Un-i-l) = fn(Un-H) —0= fn(Un-H)

2. On a

Donc Uy — Urrzl-tll = [u(Un+1)
or Uy, — Ugj-rll =Up (1 =Up1) >0car 0 < Upg <1

fn(Un+1) >0= fn<Un>

Comme f,, est strictement croissante sur R, alors |U, 1 > U,, Vn € N*

La suite (U,) est croissante et majorée donc convergente.
Posons | = ngrfoo U,. Alors comme 0 < U, <1, Vn € N*, donc 0 <[ < 1.
Supposons [ < 1, alors comme U, + U, —1 =0, Vn e N" et 0 < U, <", Vn € N*,
onal”— 0= U, — 0 et donc

uy+U,—-1 — 1—-1<0

Ur+U,—1 — 0

Contradiction : donc| lim U, =1
n——+0o




Exercice 9

1. Soient a, b, ¢ trois réels donnés tels que :
2 b
+
z(z+1)(x+2) r+1

a

X

c
x+2

+ Vo e R}

a(r+ 1) (2 +2) + br(z +2) + cx(z + 1)

1. cotan(f) — 2 cotan(20) =

sinf " sin(26)

— R
(r 1 1) 12) Ve e Ry
a(x? + 3z + 2) + b(z? + 22) + c(2* + 7)
x(z+1)(x+2)
(a+b+c)x*+ (3a+2b+ c)x + 2a
z(x + 1)(z + 2)
Par identification, on a le systéme
at+b+c = 0 a = 1 a = 1
3a+2b+c = 0 b+c = -1 <= b = =2
20 = 2 2b+c¢ = -3 c =1
2 1 2
-~ _ . R*
rz+1)(z+2) =z xz+1 x+2,V$€ +
= 2 "1 "1 "1
2 = ~ -9 - -
Zk(k+1)(k+2) PRE) D D Dy e
=1 k=1 k=1 k=1
n 1 n—i—l1 n+21
= -9 - —
k Zk k
k=1 k=2 k=3
Ry 1 1 1 1
— 14 ——2(— )—2 - -
a2 e tarT) gt
k=3 k=3 k=3
= 2 1 1
- VzeN
gk D)k+2) 2 (Dt
= 2 1
li =_
nffoo; kk+ 1)(k+2) 2
Exercice 10
cosf _cos(20)

_ cosfsin(20) — 2sin 6 cos(26)

sin 6 sin(26)

~ 2cos®fsinf — 2(sinf)(2cos* 0 — 1)

sin 6 sin(26)
B 2sin® #
~ 2sin®fcosh

1
n+1

_|_

1
n-+2




sin 6
= = tanb
cos 0

cotan(f) — 2 cotan(26) = tan 6

0
2. Prenons par exemple 0 dans |0, [, donc cotan <ﬁ) existe Yk € N*

0 0 0

On a alors cotan <?> — 2 cotan <2’€_*1> = tan (ﬁ)’ Vk € N*
1 0 1 0 1 0
donc ? cotan (2_k> — F cotan (W) = 2_k tan (2_k>
U Ui
“ 1 0 a 1 0

kz; ﬁtan (ﬁ) = ;(Uk —Ug1) =U, = Uy = o cotan <2—n> — cotan 6

zn: itan (%) = %cotan (;n) — cotanf, Vn € N*

Comme %cotan (;ﬂ) = % X %cotan (;)

: . cosx . x
limxcotanf = limzr—— =lim ——cosx =1x1=1
z—0 z—0 SInx z—=0 81N T
Alors pour z = — — 0 quand (n — +00), on a

2n

"1 0 1
dm 3% 5 tan (57) = 5 - cotan®

Exercice 11

E(x) e Z
flz) =2 —+/x— E(x) ou
Ex)<z<E(x)+1
Soitme€ZonaVe € mm+1[, E(x)=met f(z)=2—+Vx—m
Veem—1,m[, E(x)=m—1et f(z)=2—vVr—m+1

lim f=limz—+vz—m=m= f(m)

z—mT :z:;)m

dOnC xr=m
lim f=lmzer—vVer—m+1=m-—1

rT—m— T—m

z<m

Comme lim f# lim f |donc f n’est pas continue en m |
z—m™t T—m~

Cependant f est continue a droite en m.

Exercice 12

f(z) = z*sin (é), Vx #0et f(0) =0



1. (a) f(x) :$2‘sin <§>‘ <a2* Vo #0

limz? =0 = lim f = 0 = £(0). Donc ‘f est continue en O‘
z—0 z—0

L(J:(O)‘ = ‘:csin (%)‘ <lz|, Vo #0

€xr —

(b)

lirr(l) |z] =0 = lir%M = 0= f'(0). Donc ‘f est dérivable en 0|
T— T—

z—0
2. ¥a £0ona () = 2esin (1) +a%( - 7)eos (1)
f/(x) = 2zxsin (i) — CcoSs <§>, x#0

f) =0
Si f’ était dérivable en 0, alors on aurait

lim cos (l> = lim 2z sin (i) —f(0)=0-0=0

x—0 € x—0

Or cos (—) n’a pas de limite en 0.
x

) 1 , 1 r — 0
En effet si x = T et ' = T D on a quand n — +o0
nm 2n+ 1) J 0

mals cos (—) =cos2nm =1
T

1
Vn € N, cos <—/> = cos(2nm + 7) = —1 Contradiction
- ~OILTAdICLION

f’ n’est pas dérivable en O |.

Exercice 13

1

f est indéfiniment dérivable sur R
Fla) = — 20 2 _ Pi(z)
(56'2 + 1)2 (%2 + 1)2 (xQ + 1)1+1
() = —2(x? +1)? — do(—2z)(2* 4+ 1) _ 2+ 812 _ Py(z)
(22 4}3184) (22 +1)3 (22 + 1)2H
n xr < A
Supposons f"(z) = 2+ ) ot P,(x) = polynéme

alors F+D) (z) — [P (2))(2° + 1)%(:52_38;;12)1:(3: +1)"P,(z)

f(n+1)($) — (xQ + 1)P7;<$> — 2(” + 1)$Pn(x) _ Pn+1<$)
(22 + 1)20+2 (22 4+ 1)(nFD+1

avec P, (1) = (2* +1)P.(2) — 2(n + 1)aP,(z)

Conclusion : par récurrence



Exercice 14

23 + |z
f(I)—$2_|$|
3 2 1
9c2+a: = $+1 six>0etxF#1
Donc f(z) = i:s:ﬁ :?2__ ,
o — x+1:$—1szx<06tx7é—1

Donc Dy = R\{-1,0,1}

lim f= lim (r—1)=—-0c0
T—r—00 T—r—00
2
1
lim f:limx+ = lim x =+o00
T—400 z—+oo T — 1 T—r+00
liml f=-=2 (f est prolongeable par continuité en —1)
T——
lim f = lim(z—1)=-1
e=07 e=07 2241 = f est prolongeable par continuité en 0.
lim f — hm( ):-1
z—0t z—0t 5 rz—1
1
lim f = lim o= 1
z—1- eol v —1

= Asymptote verticale 1 x = 1.
lim f = 4o

z—1t+

2 —1)—22-1 |
eVr>0,z#1ona f(r)= 1) - - ’

G @1y
fllz) = 0 2> —2r—1 = 0
xr > 0 =9 r > 0 r=1+V2
x # 1 r # 1
eVz<0,x#—lonaf(z)=1>0
T —00 —-1 0 1 14++2
f'(z) + + - - 0
—2 -1 —1 +00
—OO/ —2/ —00 2(1-1—\/5)

2
f(:c):$+1+—1 quand x > 0, =z # 1
m_

La droite A : y = x + 1 est une asymptote horizontale a (Cy) au voisinage de +oo

2
Commef(x)—y:—1>()six>1



Donc C est au dessus de A sur |0; +00[ et en dessous sur | — oo, 1]

Courbe de la fonction f

"%

Exercice 15

f(x) = %, Ve € R\{—1,1} et n € N,a,b € R fixes
I —_—

f admet un prolongement par continuité sur R si et ssi

limf € R I"+a(l)+b = 0
z—1 donc si et ssi
li}n_llf € R (—=D)"+a(-1)+b = 0
1
a+b = —1 a = Z(=1+4+(=1)")
c-a~d , d’ou 21
—a+b = (=1 b = —§a+(—n%

10

.



Exercice 16

1 n
flz) = ﬂiii)n,Vx >0 oun e N\{0,1} fixe
1. Etudions les variations de f sur [0; +00]

Fx) = nz" 1+ z)" —n(l+2)" (142" na" (1 +2)—n(l+2")

( ) (14 x)> - (1+ z)ntt
;o n(tt =1
@)=y 7220
L 0 1 +o0
f'(x) - 0 +
1 1
N
217n

f admet un minimum au point xo = 1 qui vaut f(1) =2'"".

2. (a) On a donc f(z) > 2'"", Va € [0; +o0]

1 n
R > 27" ou encore | (14 z)" > 2" (1 +2"), Va2 € R,
(1+x)"
€T T
(b) En remplagant « par — | pour dans I'inégalité précédent, on obtient
Yy
y > 0

z > 0
(x4 y)" < 2" (2" 4+ y™) | valable aussi pour (pour ) car n > 2
y = 0

Exercice 17

Fa) = %x”(l +aM), Vo € R

1
On a aussi f(z) = —'(a:" + jU2n)
n!
1 1
done f"(x) o <An + Aj,x ) - <n +nlCy x )

Dot | f™(z) =1+ C} 2", Vo €R

11



Exercice 18

Il s’agit de tirages simultanés (combinaison) de 6 personnes prises parmi 25 + 32 = 57

1. Nombre de groupes constitués uniquement d’hommes.
Il s’agit de tirer les 6 personnes pari les 32 hommes : C§2.

Soit 906.192 groupes possibles.

2. Nombre de groupes comportant au moins une femme et au moins un homme.
La négation donne : nombre de groupes ne comportant aucune femme ou aucun homme : C%, + C5;
. 6 6 6
Donc le nombre de groupes cherchés est Cz, — (C5, + C5;).

Soit 36.288.252(906.192 + 177.100) = | 35.204.960 | groupes.

Exercice 19

1. Card(AUBUC) = Card(AU[BUC])
= CardA+ Card(BUC) — Card(AN[BUC)]
= CardA + CardB + CardC — Card(BNC) — Card[(AN B)U (AN ()]
= CardA+CardB+CardC—Card(BNC)—Card(ANB)—Card(ANC)+Card[(ANB)N(ANC)]
= CardA+ CardB + CardC — Card(BNC) — Card(ANB) — Card(ANC) + Card(ANBNC)
A : L’ensemble des matheux
2. Soit ¢ B : L’ensemble des sportifs

C : L’ensemble des musiciens
Il s’agit donc de calculer Card(A N BN C) qui est 'ensemble des éléves a la fois matheux, sportifs et

musiciens.
D’aprés 1) on a :
Card(ANBNC) = Card(AUBUC) — CardA — CardB — CardC + Card(BNC) + Card(AN B) +
Card(ANC)
=34-26-20—-7+3+15+4
3]

Il y a donc 3 éléves qui satisfait

12



Exercice 20

Il s’agit de permutations entre matiéres et entre livres d’'une méme matiére.

1. Les livres doivent étre groupés par matiéres.
Comme il y a 3 matiéres, alors on a 3! fagons de choisir 'ordre des matiéres. Ceci étant , il y a : 4!
facons de ranger les livres de maths, 6! fagons de ranger les livres de statistiques et 5! fagons de ranger
les livres d’économies.

Le nombre de rangements cherché est donc le produit :

3l x 4! x 6! x 5! = 12.441.600

2. Ily a 11 livres qui ne sont pas des livres de maths (11 = 6+5). Donc on a : 11+ 1 = 12 emplacements
pour les livres de maths.
Un emplacement étant choisi alors il y a 4! fagons de regrouper les livres de maths et 11! fagons de
regrouper ensemble les livres de statistique et d’économie.

Le nombre de rangement cherché est donc le produit :

12 x 4! x 11! = 11.496.038.400

13



