. U
L 57"- '..‘-'lll(g—"_)

Al LILC L) oy
J = 2t an(26) . (6) ‘ Cleuler 1
) Jomet 0. Calenlel Siee £33

(1) Mantrer gué eodan(l :
- g | ) en fonclion ¢

s bl ) N1
(2) Fn dédiiire Pexpression de ) 5i {"m(2k)

y ?
3 en tout m € 2

— , conlinue
Exercice 11 \/f,:':—]f(r) est clle cont
La fonction f définic sur R par f(-r) s o 2 Ju réel x.
On rappelle que /2(x) désigne la partic entier ]
Exercice 12 _ o sin(;
Ou considére la fonction [ définie sur R par f/(x)
(1) S est elle contanue en 07 Dérvable en b
(2) Sa'deérivée ' est elle continue ¢n 07
E.\:ex'c1ce 13. 1 vz € R. Montrer que
Soit la fonction f telle que f(z) o TV fant 1a
' pme vérihant la
Po(a) o e nve € R ob Pul) est un polynd

f vérifie f(z) = (z? + 1)+

relation : P,y (x) = (1 + 22) P! (z) = 2(n + 1)z Pa(x).

),Vz # 0, L:l. [(0)=0

la dérivée n-iéme de

I

23+ |z

Exercice 14
z? — 2|’

Etudier, puis représenter graphiquement la fonction f telle que f (z) =
vt g

Exercice 15 _ .
Déterminer, suivant n € N, les réels a.et b pour que la fonction f définie sur R\ {—1, 1}
™+ ax S Ry 4 it
par f(z) = 2 ]_-i_ 2 puisse étre prolongée par continuité sur R tout entier.

Exercice 16 n ‘
Soit f : [0, +oo[-+ R définie par:f(a:) ='(;—1—% oin€N/n>2

(1) Montrer que f atteint un rminimum que l'on précisera.
- (2) En déduire les inégalités : |
(a) (1+2)" <2142,V e R,
(b) (z +y)* < 22 (2™ + y"),V2,y e R,
Exercice 17 '
==+ Calculer-la-dérivée n-iéme-de 13 fofiction J @éfinie sur R par f (z) = _17'1;“(1 + z")
L ,

Exercice 18 __
On coustitue un groupe de 6 personnes choisies parmi 25 fernmes et 32 hommes

- Combien peut on ainsi former de groupes constitués - ;
(1) uniquement d’hommes
(2) au moins d’une femme et au moins d’un homme.

Exercice 19 .
Soient A, B, C trois ensembles finis.
(1) Montrer que
card(AUBUC) = C‘”’“’A*“‘"dB*C“"dC"?afd(AﬂB)—card(-AnC)~—ca1'-d(Bnc)+carcz(AanC)

(2) Application : Une classe de TENSAE comporte 34 éleves parini
matheux, 20 sont sportifs et 7 sont musicieps. Aucun élé';'e ne dl €ux :‘26 sont
- | les mathématiques, le sport et Ja musique. De plus, 4 sont mat} Cteste 4 la fois
| matheux sportifs et 3 sont musiciens sportifs. Y 3 t.i] yp eléve sat'l? X musiciens, 15
i des Grecs, c’est 4 dire 2 la fois matheux, Sportif et musicjer, ? Hasant les idéaux

Exercice 20 , :
Le bibliothécaire de 'ENSAE, .?,prés avorr codifié 4 livres ge mathém- ti i
4o Seatistiane.od 5 livres d,éco{wnue, souhaite ranger ces documentg sur atiques, 6 livres
De combien de fagons peut il effectuer ce rangerent - . une tagere,
(1) si les livres doivent étre groupés par matiéreg ?
(2) si les livres de mathématiques doivent étre groupss 2



ENSAE (2020/2021)
TEST DE PRESELECTION AU CONCOURS DE RECRUTEMENT

D’ELEVES INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES (CYCLE
LONG) ET D’ANALYSTES STATISTICIENS - DUREE = 3H

La clarté de la rédaction ainsi que la justification des résultats seront prises en compte

dans la notation.
Les documents et téléphones portables sont formellement interdits.

Exercice 1 : :
A tout réel a donné tel que & € R\ {~1,0,1}, on associe la fonction fo telle que

. (?+ 1)1 +a? -1
) = e e a1
(1) Montrer que Cq admet deux asymptotes dont on précisera, pour chacune, une
équation cartésienne.
(2) Sou: I, le point d'intersection de ces deux asymptotes.
(a) Déterminer, en fonction de «, les coordonnées de Iq.
(b) Que représente I, pour la.-courbe C, 7.
{c) 1 Montrer que Ve € R\ {—1,0,1},/, appartient a une courbe C d’équation :
-~y = g(z) ou g est une fonctmn que l'on précisera. '
(d) Etudier la fonction g et tracer C.
(3) Etudier, suivant les valeurs de a, les variations de Far.

(4) R.e_presenter (da.ns un autre repére) les courbes C_z,C3 et Ci.

. On désigne par C, la courbe représentative de fa-

E:_ceré_icé 2. ¥ 5
(1) Soit g la fonction définie par g(z) = ——,Vz €]o, —[
. ! :1:

.'.'(g) Déterminer lgan‘g et limg

(b) Calculer g'(z) pour tout z €]0, Z[. En déduire les variations de la fonction g.
(¢) Montrer que g est une bijection de ]0, 5{ sur un intervalle que 'on précisera.

~ (2) Pour tout n € N*, on considére la fonctmn fa, définie par :
fn(a:) = 2ntan(z) — tan(n:r;) " E]O, . [

(a) Determmer 11rn frlim fr et lim f"(x)
20+ NI

2n

(b) En déduu'e que f, s’annule au moins une fois sur )0, = PCUM 7 2
(c) Soit z, €]0, 2=( tel que fu(z,) = 0. Montrer que lm z,=0. |

n—-+oco

i 1 ) tan
En déduire lim -ﬂ
n—+400 nxn

. m=d



Test de présélection (Février 2021)

Corrigé de I’épreuve

Exercice 1

o+ 1)z +a? -1
(a+1lz+a—1
et C, la courbe représentative de f dans un repére cartésien.

1—
1. f, est définie sur Dy, = R\{ 1T a}
a

Va € R\{—-1,0,1}, on pose f,(z) = (

1—a
a) Posons x, = —— avec o € R\{—1,0, 1
(0 e \-1,0,1)
La droite A, : © = z, est asymptote verticale & C,, si (o® 4+ 1)22 +a® — 1 # 0 c-a-d si x, n’annule
pas en méme temps le numérateur et dénominateur de f,(x).

Or (@®+ 122 +a*—1=2a(a—1)(a*+a+2)#0cara#0, a#leta®+a+2#0VaeR

1—
Donc la droite [A,, : z = g @ | est une asymptote verticale C,,.
e
2 1 _ 1 2 1 1 2 2 _ 1 _ 1 2 2 1
(b) Ona fu(e) = CF L, _(@=DE*+1) , (a+ e’ 1)+ (a1’ +1)
a+1 (a+1)2 @+ 1)[(a+ Dz +a—1]
’+1  (a—=1)(a®+1)
t Da: = —
Soi y=r1” CESIE

1 2(,2 _ 1 -1 2/ 2 1
On a alors lim f(z) =y = lim (a+1)(a )+ (a )*(e +1)
e a—ykeo (a+1)?[(a+ 1)z +a—1]
La droite D, est donc une asymptote oblique a C,

=0

2. Soit I, le point d’intersection de A, et D,

(a) I, a pour coordonnées (z,,Yq) avec

1 -«
To =
1+«
_ a2—|—1$ C(a=D*+1) 2+ 1)(1-a)
Yo = g1’ @+12  (1+a)y
— 2 —
Dot I, 1 oz; 20+ 1)(1 —«)
1+« (1+ a)?



(b)

()

1,(24,ya) représente le centre de symétrie de C,.

En effet, on peut vérifier que f(z + ) + f(xq — ) = 2y,, Vo € Dy,

Cherchons une relation entre z, et y, indépendante de a.

! 1—2x,
Onax, = — q=
1+ 14z,
2 2 1)(1 — 2 2 1 1— 2 2 1
Donc y, = (a” + 1)( a): <0[+)>< @ (oz+)xa
(14 a)? a+1 1+« a+1
1—2x
(5522) +1] :
1+ ) 2%’@(1 +x )
o = 2Zq = 1 ey :7a,v R\{-1,0,1
Y T 5 (14 2,) . z e R\{ )
Les coordonnées de I, vérifient donc ’équation d’une courbe C'
22(1 + 2?)
" T W
2 3
Etude de la fonction g(z) = M
1+

D, = R\{-1)
(Bz?+1)(1+2)—2*—x
(1+x)?

g est continue et dérivable sur D, et ¢'(z) = 2

, 2(22% + 32% + 1

g'(x) est de méme signe que 22° + 32 + 1 = h(z), (pour = # —1)

On a h'(z) = 62° + 62 = 6z(z + 1). D’otl

T —00 o —1 0

W (x) + | + 0 - 0 +

—0o0

o | \/m

h(z) < 0six<x
Erreur :tel que h(zy) =0, on a

h(z) > 0siz >z

On en déduit le tableau de variation de g,




L —® To —1 +o0
g'(x) + 0 + +
+00 +00 +00
9(x) \ / /
9(x0) —00
C admet une asymptote verticale A : x = —1
(@) - 2(2" 4+ 1) o o
Comme lim ——= = lim ——~ = 400, donc C' admet une branche infinie de direction

r—+oo I r—too X + 1
asymptotique suivant ’axe des y.

Courbe de la fonction f
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3. Variations de f,

fa est continue et dérivable sur Dy . On a :
s @+ D(a+ )22+ 2+ D)(a— Dz — (a+1)*(a—1)
Jale) = [(a+1)z+a—17
Donc fi(z) =0 <= A’ = (a* + 1)*(a—1)* + (a+ 1)*(®* + 1)*(@® = 1)(a® + 1) > 0

= N =2a(®+1)(a—-1)(a?+a+2)>0
A’ est de méme signe que a(a — 1) car 2(a* + 1)(a®* +a +2) >0

Dou A<= 0<a<letA'>0<=a<0oua>1

.



|Etude du cas : 0 < o < 1]

On a A’ <0, donc f/(x) >0 car (o® +1)(a+1) >0

D’ou le tableau de variation suivant :

x —00 o +00
fol2) + +
+0o0 +00
fa(‘r) / /
—0 —00

‘Etude du cas : —1<a<0‘

Ona A" > 0et (a®+1)(a+1) > 0. Donc f.(r) > 0 s’annule en deux points j, et x tels que
Ty < To < x5 (pour raison de symétrie)

D’ou le tableau de variation suivant :

T —00 T To o +00
f(2) + 0 - - 0+
fa (m{) +o00 +00
fal2) ////' \\\‘ \\\‘ ////]
s —o falzg

‘Etude ducas: a< —1‘

OnaA’>0et (a®>+1)(a+1) < 0. Donc f () s’annule en deux points z{, et z tels que ) < T, < Tf

(pour raison de symeétrie)

D’ou le tableau de variation suivant :



T —o0 T To o +00
f1(x) o+ 0
oo oo e}
fa(x> \ / / \
folz —00 —00

Courbe de la fonction f




(Cf) ...... O<ax<l
(Cf)...o--—1<a<0
(G a<—-1<0

15 &
14 1
13 1
12 1
111

10

—

Exercice 11

tanx
L g(z) =

,V:UE]O,%[

LY



(a) lim g = lim X =1x1=1. Donc| lim g =400
z—0+ z—0t X COST xz—0t
(
lim tanx = 400
e
T——
2 = lim g = +o00
limzx» = = xHE_
T 2 9
T—r
L 2

(b) g est continue et dérivable }O, g [ et

/() z(1+tan®z) — tanx x sin x x —sinzcosr  2x — sin2x
€Tr) = = — = = .
2 x2cos?x  x?cosw 22 cos? x 222 cos? x
. N 7T
Comme x > 0, donc 2z > sin 2z. D’ou ¢'(z) > 0, Vz € }0, 5 [

X

. T
Par conséquent g est strictement croissante sur ]O, 5 [

T 0 400
g'(x) +
400
g(z) /
1

T ™
(c) g est continue et strictement monotone sur ]0, 5[, donc g réalise une bijection de ]O, 5[ sur

o(J03() o=
2. Soit n € N, fu(z) = 2ntan(x) — tan(nz), = € ]0’ %[

lim tanxz =0

(a) On a e=07 = | lim f,(z)=0
lim tan(nx) =0 r0"
z—0t

. T
lim tanz = tan (—)

T - 2n
r——
(b) On a 2n =| lim f,(2) = —o0
lim tan(nz) = 400 e
T 2n
T——
L 2n
(©) Ona fo(x) _ 2ntan(z) — tan(nx) _ 2tanaz B taua(m:)7 Vo }0’ m [ ot
x nw x nx 2n



tanx

lim =1

Sl = A=
lim 1 =0t NI
z—0Tt xXr

3. On déduit de cette derniére limite que f,(x) > 0 quand z ~ 07,

Or lim f,=-00= f,(z) <0 quand z %g
g

Donc f,, change de signe sur ]0, — [ et est continue sur }0, — {
- 2n 2n
Do : 3 ne]o,—[ () =0
ou : 3z 5 |/ fol@n)
T
0<z,<—, VneN"
4. 2n = lim z,=0"
. T n—+o00
lim — =0
n—+oo 21

fu(zn) = 0 <= 2ntan(z,) — tan(nz,) = 0 <= 2ntan(x,) = tan(nx,).
tan(nr,) 2ntan(x,) 2tan(xn)

Donc =
nT, nT, Ty
Par suite, on a :
. tan(nz,, . tan(nz,,
i SAR0e) oy tan(nza)
n—-+oo NTy, Tn—0T1 nTy,
. tan(nz,,
D’ou| lim (—> =2
n—-+oo nT,

Exercice 111

On pose C(n) = Cy,, Vn € N
ni1 . (2n+2)1 (2n+2)(2n + 1)(2n)! _42n—|—1

1. = = = =
Cntn) = Cania [(n+1))? (n+1)2 x (n!)? 2n + QC(n)
E taznt! lors C(n + 1) = 4AC(n)
n posant | A = o, on a alors C(n = n
2. Vne N*, ona (C,) >0 et Cln+1) = 22n+1) > 1

C(n) n+1
donc C(n+1) > C(n), Yn € N*; C est strictement croissante



3. VneN*, on a:

4(2n — 1) 4(2n—1)  4(2n—3)
AT o —1) = —9
C(n) —C(n-1) 5 5, 5 C(n—2)
_4@2n—1)  4(2n—3) _ 4(2n—4)
T m—2 < an—z ("3
_4@n—1) 4(2n—3) 4@2n—5) X3 4x1,, 0
2n 2n —2 2n —4 4 2
_#(2n-1)@n=3)@n—5) X+ x3x1 o) = =
2nx (2n—2)(2n —4) x -+ x4 x 2 (01)?
o 2"2n—1)(2n—3) x - x 5x 3 x 1
S x(2n—2)(2n —4) X -+ X 6 x 4 x 2
4.OnaC<n):1><§><§><--><2n_3><2n_1
22n 2 4 6 2n — 2 2n
donc C(n) < 2°"
On a aussi
C()_2_2”X2n—1><2n—3>< ><§ §>g
Yo T2 -4 1727
>1
22n 9
D'ott | =— 22
ou 2n<C(n)<
2n —1
5. D’aprés 1) on a C'(n) = 4( n2 )C(n— 1),¥n € N*
n

Donc

(

o o O

0
0

<

<

<

<

<

C(n) <4C(n—1)
C(n—1)<4C(n —2)
C(n—2)<4C(n—3)

C(3) <4C(2)
C(2) <4C(1)
C(1) < 4C(0)

\
Produit membre & membre, par simplification :

C(n) < 4™ ' x20(0) =21 <2?

D’ou

22n

~— < C(n)<2!

2n

10



Exercice IV

Soient les polynémes P, et L, définis par :

1
Py(z) =1, P,(x) = ﬁx”(z —1)" et L,(z) = P™(x), Vn e N.

1. Py(z) =1= Lo(z) = P(a) = Py(z) = 1
P(z)=2(r—1) =2 -z = Li(z) = P/(z) =22 — 1
Py(z) = ; 2y _ 1)2 = ;(x 9% 4 a?) = Lo(z) = Pl(z) = %(4:53 _ 622 + 22
L(x) = 2(123; — 122 +2) ={62” — 62 + 1]
P3(x) = é Pz —1) = é(wG — 32° + 32" — 2°)
= Li(x) = é(6x5 — 152" + 122% — 322)" = é(sox‘* — 602° + 362 — 62)’
= L3(z) = %(130333 — 1802* + 72z — 6)

=| Ly(x) = 202 — 3022 + 122 — 1

2. Pn(l—x)—;(l—x) (1—z-1)"=

L= 1y :Pn(x)

donc | F(1 — x) = —
n!

3. [Pn(l — x)} " P™(z) or [Pn(l — m)] "

donc (—1)"P"(1 — z) = P\"(x)

= (-L"P (1 - 1)

c-a-d | PM(1 — z) = (— 1)"P,(L")(:c) < L,(1—2)=(—=1)"L,(x)

4. P,(z) = 71':13 (x —1)" :C" Z C*(—~1)*2"% pour n € N (Formule de binéme)

P(z) = %Z O (1)t

Donc P\ (x Zok 1)kAD | a2nkn
P{(z) = — ch )F Ay
PI(a) - kﬁ;—mﬁiﬁ‘ et = L
Lo(z) = Ef:)z'm" - [((i"__l;)é Foe o (=) EZE;:H (—1)”2—5

11



B (Qn)!mn B (2n —2)! Ll —1)"(n nr + (—
Ln@) = Gz ~ fm ottt D e (21)
Dou d’L,(z) =d [((f:)); 95”} =[n]

(2n)!
(n!)?

Coefficient dominant de L,,(z) est donc

Terme constant : | L,(0) = (—1)"

Par ailleurs, on a L, (1) = (=1)"P"™(0) = (=1)"L,(0) = (—=1)" x (=1)" :

. Pua) = %m"(m _1y

1
P! (z) = ] [nﬁn_l(x —1)" +na"(x — 1)”“]
o
= gnxn_l(x —1)" Yo —1+2)

=n(2r —1) x %x"l(x -1t
donc (2? — 2)P!(z) = z(x — 1) P! (x) = %3&"(90 —1)"x (z—1)

(2% — 2)P.(z) = n(2z — 1) P,(x)

Appliquons les formules de Leibniz sur les fonctions z ++ 2° —z et x — P/ () sont infiniment dérivables

sur R
) D) (n+1)
[(x — ac)Pn(a:)} = n[(2x — 1)Pn(a:)}
n+1 n+1
> (@ = )W PEIR @)K, = n 3 (2~ )P PIIP()CE,,
k=0 k=0

C (2 — ) OP D (z) + O, (22 — )P () + C2L L (2)PM () + 0+ - -

= n|(2z = DRI (@)Cly + 200 P (@) + 0+ -

done (a? — 2)(P)!(2) + (n -+ 1)(22 — (PP (@) + (n +2)(n + )P (@)

=n(2x — 1)L (z) + 2n(n + 1)L, (x)

= (2* — )L (z) + 2z — DL, (z) —n(n+ 1)L, (x) =0

12



